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Motivation initiale : 

étudier le comportement asymptotique du 
flot du gradient d une fonction convexe

x(t) = -  f(x(t))

 Si argminf =   ,  alors x(t) —> x   et  ||x(t)-x ||    
 
 (lemme d Opial)

Que peut-on dire sur la longueur               
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Cas facile :  int argminf = 

Longueur finie (bornée par 

angle de 
controle

argminf

( ) / &

flxlt)) t.am✗ = % >↳ Il

µ•••
"et )

.AT#/Bo soso.sn
*x.us

•

B. 10,8) E
'

(Xoxo)

llïeti"'Il > t÷çHâËY .

i.ftp.xctiadl/dt=lIx(o1-xloo)H--Ellx.H .

une

% ✗
•

e- orgminf

( 1-+çà)H%H )



Cas difficile :    argminf = {0}   (singleton)

Problème : La composante radiale de la vitesse 
peut devenir arbitrairement petite par rapport à 
la composante horizontale

Daniilidis, Ley, Sabourau  (J. Math. Pures Appl. 2010)

x(t )

x(t )

x(t )

Remarque : si x(t) est une courbe du gradient d’une 
fonction convexe, alors pour tout T>0, la fonction 

                 t —> ||x(t)-x(T)|| ,      t   [0, T]

est décroissante 

Définition:  Une courbe  x: I C R —> X   est dite 
auto-contractante si 

d(x(t ),x(t ))   d(x(t ),x(t ))

espace métrique 
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 Si X = ( R ||.|| ), alors toute courbe continue 

 auto-contractante est rectifiable.

Idée de la preuve :
- on peut supposer que la courbe x est bornée, donc 
convergente

- on peut supposer que x = lim x(t) = O.

- pour O < r < R on considère l’anneau U(r,R).

il suffit de montrer que     | x    U(r,R)|    cst (R-r)
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{p}     partition polygonale de  x   U(r,R)

Classification des segments :

Fixons    tal que  O < sin  <   < 1

Verticaux Horizontaux P. Horizontaux N.
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Contrôle de la longueur 
totale des segments verticaux

Si I = [p ,p ] et I = [p ,p ] sont segments 

horizontaux positifs (HP), alors:

             (p ,m )     (p ,m ) = o
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Manselli-Pucci, 1991

-courbe    x: [0, L] —> R 

x(s), x(s)-x(t)  > O,       s

t   [0,s]

||x(t)|| = 1

Pour tout s  [0,L]  on dénote par P(s) le périmètre de 
l’enveloppe convexe de la courbe x|

 -courbe     auto-expansive, rectifiable, 
parametree par sa longueur

auto-contractante
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En dimension supérieure :

K(s) = conv (x(t): t [0,s])

W(s) = largeur moyenne de K(s)

W(s) 

on peut adapter les principaux arguments pour traiter le cas d une courbe générale (possiblement discontinue)

Daniilidis, Durant, Lemenant, David (J. Geom. Anal. 2015)

 Si X = ( R ||.|| ), alors toute courbe 

 auto-contractante est rectifiable.

x  auto-contractante 
continue en R =

Les courbes auto-contractantes continues sont rectifiables
et leur longueur est contrôlée par leur diamètre.

Longinetti, Manselli, Venturi, Math. Nachr. 2015
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direction sécante 
backward 

idée principale :

L’argument peut s adapter aux variétés Riemanniennes

Daniilidis, Deville, Durand, Rifford, JMAA, 2018

Il faut pouvoir trouver des éléments 
de D dans l intérieur du cône polaire 
de tout cône d aperture  /2
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Extensions : 

- (R, ||.||) norme quelconque 

  (Stepanov - Teplitskaya, J. London Math. Soc., 2017)

— espaces CAT(0)    (Ohta, J. Geom. Anal. 2018)

- espaces avec une faible courbure inférieure bornée 

                   (Lebedeva, Ohta, Zolotov, IMRS, 2020)

(Zolotov, 2018-2019)  
Si un espace métrique admet une courbe auto-contractante 
non-rectifiable, alors il ne peut pas se plonger isométrique 
dans un espace normé de dimension finie. 
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||x(t )-x(t )||   ||x(t )-x(t )||

strictement auto-contractante,
si  t < t <    on a: 

x(t )

x(t )

x(t )

Durand - Lemenant, Proc. Amer. Math. Soc., 2018

Toute courbe strictement auto-contractante de classe C 
(resp. C ) est une orbite (resp. maximale) du gradient 
d’une fonction convexe C (après reparamétrisation).

Preuve basée sur la version convexe du 
problème d extension Glaeser-Whitney. 

x(t) = -  f(x(t))

f convexe C
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 Algorithmes de descente 
du premier ordre

x   = x - t  f(x )

x   = x - t  f(x  )

algorithme de la 
plus grande pente

algorithme proximal

x(t) = -  f(x(t))

système continue

discrétisation

Applications en optimisation.

Le contrôle de la longueur s’applique également 
sur les courbes auto-contractantes discontinues 
(et a fortiori, sur les suites auto-contractantes)

{x }  est dite auto-contractante, 

si pour k < n < m on a  

            d(x ,x )   d(x , x )
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Si f est une fonction convexe, pour tout choix 
des paramètres {  }  l’algorithme proximal 

               x  = Prox  (x )

génère une suite auto-contractante.

Pour toute fonction convexe f avec argminf = {O}
et toute suite               on a :

                 

Si f est convexe et C  alors pour toute suite 

               {t } c (O,1/L]    L= Lip( f)
l’algorithme 
              x  = x  + t  f(  )

génère une suite auto-contractante  

Gupta-Balakrishnan-Ramdas,
J. Machine Learning Res., 2021
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min { f(x) + g(x) }

f convexe C     L = Lip(  f)

g convexe, sci

T (x) = Prox  (x - a  f(x))

(Gradient-proximal)

Pour toute suite {a } c (O, 1/L], la suite

               x  = T (x )

est auto-contractante.

Böhm-Daniilidis, JOCA 2021
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Problème de faisabilité 

A, B convexes fermés non-vides

Trouver  x   A   B

Algorithme des 
projections alternées 

la suite {x }  est auto-contractante 
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Généralisation métrique

Soit      [O,1)

Définition. Une courbe x: [O,  ) —> X est dite       
  -courbe, si pour tous  t   t   t  on a :

   d(x(t ),x(t ))   d(x(t ),x(t )) +   d(x(t ),x(t ))

relaxation 

(Généralisation similaire pour des suites)

Toute courbe auto-contractante par rapport à 
une norme ||.|| est une   -courbe par rapport 
à la norme euclidienne.

Toute  -courbe continue bornée est de 
longueur finie en IR

Toute  -courbe continue bornée est de 
longueur finie en IR  si    < 1/d

Daniilidis, Deville, Durand, JOTA, 2019
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