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Mokivatkion initiale :

ékudier le comportement asymptotique du
flot du gradient & une fonction convexe

o x(£) = - ZHxE)

x(0)= X ,. ke Y,O'*Ub

Si argminf # @ , alors x(£) = xq et [IxE-x_|]
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Cas difficile :  argminf = {0}  (singleton)

Probléme : La composante radiale de la vikesse
eut devenir arbibrairement petite par mppor& a
a composcm&e horizontale

Remarque : si x(t) est une courbe du gradient d'une
fonction convexe, alors pour tout T-9, la fonction

b= [ls®-5(MIl,  teleT]

eskt déceroissante.

Définition: Une courbe x: I CR — X est dite
auto-contractante si ¥t <, 24,
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Daniilidis, Ley, Sabourau (3. Math. Pures Appl. 2010)




St X = (.UZ’"H.HL), alors toute courbe comntinue

auto-contractante est rectifioble.

yaf%%&h/wawa :

- on peut supposer que la courbe ) est bornée, done
convergente

- on peut supposer que 5= ir;n_? 5E = 0.

- pour 0 <1 <R oh comnsidére Lanneau U(r,R).
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{p}N partition polygonale de 6“0(’:‘,@)
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Contréle de la longueur
totale des segments verticaux
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St I,= [F:L ’Pm] ek IJ:- [g ,F;H] sont segments

horizonkaux Posih‘.fs (HP), alors:

@' (gl ) = ¢

SAPRERICEN]

3 ATl g aor

LenP

9 8n -
Z\Io\ < !Q (R-TW.\.?&ET ﬁ(T+~___X>(R ‘\')
- SinA .

min —y k2

0 &AL

l_onjw.ur (}S\ < L2 “Klm-éw\\

nombre pronique
nonmbre catalan




Mawnselli-Pucci, 1991

r"'«cou,rbe % [o, L] — R ”é&)” =1
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Pour tout s e[oL] on dénote par P(s) le périmétre de
L’ehvetoppe. convexe de la courbe 51[0 .
s

P2 A, Ms = P2 Uy

auto-expansive, rectifiable,

I -courbe = expa
—  paranietrée par sa longueur

¥ auto-contractante = Q( 75\ < 2nR
R C PJ(O, R) ~



En dimension supérieure :

K(s) = conv (x(t): te[o,s])

W(s) = largeur moyenne de K(s)

NOLE Y, s €Co,L]

ol peut ada Eer les principaux
argumeh&s Eou.r Emn&er le cas
d une cour e geherod.e

p (possiblement discontinue)

Damiilidis, Durant, Lemenant, David (J. Geom. Anal, 2018)

St X = (I JLILY, alors toute courbe

auto-contractante est rectifiable.

Les courbes auto-contractantes continues sont rectifiables
et leur longueur est contrélée par leur diamétre.

aulto-conkractante

continue en [24 = Q(\A\ \—S*T\ A\am(zs\

Longinetti, Manselli, Venturi, Math. Nachr, 2018



idée principale :
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A direction sécanke
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IL faut pouvoir trouver des éléments
de D dans L intérieur du céne polaire
v. & de tout cone d aperture T/2

Largument peut s adapter aux variétés Riemanniennes

Daniilidis, Deville, Durand, Rifford, IMAA, 201%



Extensions :
= (Rj\ 1.1} norme quelconque

(Stepanov - Teplitskaya, 3. London Math. Soc,, R017)

— espaces CAT(0)  (Ohta, 3. Geom. Anal. 201%)

- espaces avec une faible courbure inférieure bornée

(Lebedeva, Ohta, Zolobov, IMRS, 2020)

(Zolotov, 201%-2019)

St un espace métrigque admet une courbe auto-contractante
non-rectifiable, alors il ne peut pas se plonger isométrique
dans un espace hormé de dimension finie.




A
f convexe C

X :(lR“, 1)

x(®) = - VHxE)

w(0)= %, , Eelotm)

xE&D
¥ strictement auto-contractante,
si b<b<t; ona
A
”b(&! )"6@3 )lL> ”6(.&1)"5(&3 plii 5
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Durand - Lemenant, Proc, Amer. Math, Soc,, 201%

\
Toute courbe strictement auto-contractante de classe ¢ ™
(resp. C*) est une orbite (resp. maxinmale) du gradient
d'une fonction convexe C' (apres reparamé&risa&ion).

Preuve basée sur la version convexe du
Probtéme d extension Glaeser-Whitney.




Appuaaﬁoms en op&imim&iou.

{x“}“ est dite auto-contractante,

sf,pourw<sf\<mona

Alx ) 2 Alx, %0

Le contrdle de la longueur s'ap Lique également
sur les courbes auto-conbractantes discontinues
(et a fortiori, sur les suites auto-conktractantes)

Algorithmes de descente syskéme comtinue
du premier ordre )
x(E) = - 7))

algorithme de Lla S E,\Vﬂxy\)
plus grande pente *
<
. . x = x - Evf(x ) discrétisation
algorithme proximal et = T nay
L
LA



Si § est une fonction convexe, pour tout choix
des paramétres {)}, L'algorithme proximal

X, 2 ?roxt\h&(x,\)

génére uhe suite auto-contractante,

J

Pour toute fonction convexe § avec argminf = {0}
el toube suikte (A e N0 on a :

Zi_ lx, -x:ll € Gesky - I\

St § est convexe et ¢ alors pour toute suite

{td e (01/L] L= Lipef)
Lalgorithme
Xna\:' XV\ + &'SIAF(.JLVJ \ W20

génére une suite auto-contractante

Guplta-Balakrishnan-Ramdas,
3. Machine Learning Res,, 2021
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q convexe, sci

i f convexe <L = LE.P(V £

T, () = Prox, %(x - a V() a>0

(Grad&en&-pruximat)

Pour toute suite {a ! ¢ (0, 1/L], la suite

"2

x = Td“(x,\) Y

est auto-contractante,

Bohm-Daniilidis, I0CA 2021



Probléme de faisabilite

A, B convexes fermés non-vides

Trouver x ¢ AR

Algorithme des
Projec&ions alkernées
30,

NN

Xy, = (a" PB) (x,\\)

la suite {x | est auto-contractante




Crénéralisakion mé&ri.qu,e

Soit Ae [01)

Définition, Une courbe x: [0, 1) — X est dite
A-courbe, st pour tous L<b<b ona:

A, D)) < AGs(E, DulE, D) + \)x AQx(Es )’25@7)}

relaxakion

(Généralisakion similaire pour des suites)

Toute courbe auto-conkractanke par rappork a

une norme ||.|| est une A-courbe par rapport
h Y . .
a la norme euclidienne.

Toule courbe continue bornée est de
longueur finie en IR*

Toube courbe continue bornée est de
longueur finie en IRY si K< 1/d

Daniilidis, Deville, Durand, IOTA, 2019



References :

Asymptotic behavior of self-contracted planar curves
and gradient orbits of convex functions

3. Makth. Pures Appl. 2010 (with 0. Ley & S. Sabourau)

Rectifiability of self-contracted curves in the Euclidean space
and QPPLLCQ?LOV\S

J. Greom. Anal, 2015 (with G, David, £. Durand, A, Lemenant)

Self-contracted curves in Riemann manifolds,
3. Math, Anal. Appl. 201% (with R. Deville, E. Durand, L, Rifford)

Metric and geometric relaxations of self-contracted curves,
3. Optim. Theory Appl. 2019 (with R. Deville, £. Durand)

Ubiquitous algorithms in convex optimization generate self-
conkracted curves,
J. Convex Anal, 2021 (with A, Bohm)



